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Espacio vectorial

Definición: Espacio vectorial

Un espacio vectorial es un conjunto no vacío, V, de objetos (llamados vectores) en 
el que definimos 2 operaciones: la suma entre vectores y la multiplicación por un 
escalar, y que ∀𝐮, 𝐯,𝐰 ∈ 𝑉	y	∀𝑐, 𝑑 ∈ 𝕂 se verifica que:

1. 	𝐮 + 𝐯 ∈ 𝑉
2. 	𝐮 + 𝐯 = 𝐯 + 𝐮
3. 	 𝐮 + 𝐯 + 𝐰 = 𝐮 + (𝐯 + 𝐰)
4. 	∃𝟎 ∈ 𝑉	|	𝐮 + 𝟎 = 𝐮
5. 	∀𝐮 ∈ 𝑉		∃!𝐰 ∈ 𝑉	|	𝐮 + 𝐰 = 𝟎		(𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒	𝑒𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜	𝑐𝑜𝑚𝑜	𝐰 = −𝐮)
6. 	𝑐𝐯 ∈ 𝑉
7. 	𝑐 𝐮 + 𝐯 = 𝑐𝐮 + 𝑐𝐯
8. 	 𝑐 + 𝑑 𝐮 = 𝑐𝐮 + 𝑑𝐮
9. 	𝑐 𝑑𝐮 = 𝑐𝑑 𝐮
10.	1𝐮 = 𝐮
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Espacio vectorial

Teorema: otras propiedades 

11. 	0𝐮 = 𝟎
12.		𝑐𝟎 = 𝟎
13.		−𝐮 = −1 𝐮

Ejemplo: ℝn

ℝn es un espacio vectorial de dimensión finita 
para cualquier n. Igual que ℂn
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Subespacios de ℝn

Definición: Subespacio de ℝn

𝐻 ⊆ ℝP	es un subespacio de ℝn si:

1. 𝟎	 ∈ 𝐻

2. ∀𝐮, 𝐯 ∈ 𝐻, 𝐮 + 𝐯 ∈ 𝐻 à H está cerrado bajo la suma de vectores

3. ∀𝐮 ∈ 𝐻, ∀𝑟 ∈ ℝ, 	𝑟𝐮 ∈ 𝐻 à H está cerrado bajo la multiplicación por un escalar

Ejemplo: subespacios especiales

Los siguientes 2 conjuntos son subespacios de ℝn:

1. 𝐻 = 𝟎

2. 𝐻 = ℝP
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Subespacios de ℝn

Ejemplo: Plano

Un plano está definido como:

Este plano es un subespacio de ℝn

Demostración

1. Demostrar 𝟎	 ∈ 𝐻 à Si  λ1 = λ2 = 0, entonces v = 0

2. Demostrar 𝐮 + 𝐯 ∈ 𝐻 à

3. Demostrar	𝑟𝐮 ∈ 𝐻 à
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Subespacios de ℝn

Ejemplo: Recta que no pasa por el origen

Una recta (L) que no pasa por el origen, no es un subespacio, porque 

1. 𝟎	 ∉ 𝐿

2. Si tomamos 2 puntos de la recta (u y v), 𝐮 + 𝐯	 ∉ 𝐿

3. Si tomamos un punto de la recta (w), 2𝐰	 ∉ 𝐿
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Subespacios de ℝn

Ejemplo: Recta que pasa por el origen

Consideremos v1 y v2 = kv1. Entonces,  

es una recta. Es fácil de probar que esta recta es un subespacio de ℝn.
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Subespacio vectorial

Ejemplo

𝐻 = ℝ2 no es un subespacio de ℝ3 porque ℝT ⊄ ℝV. Por ejemplo, el vector 𝐮 = 	12	 ∈ ℝ
T, pero

𝐮 ∉ ℝ𝟑.

Ejemplo

𝐻 = ℝ2 x {0} es un subespacio de ℝ3 porque todos los vectores de H son de la forma 𝐮 = 	
𝑥]
𝑥T
0
	 . 

Es obvio que H “parece” ℝT. Esta semejanza es llamada matemáticamente isomorfismo.

Ejemplo

Cualquier plano en 3D, que pase por el origen, es un subespacio ℝ3.
Cualquier plano en 3D, que NO pase por el origen, NO es un subespacio de ℝ3, porque el 0 no 
pertenece al plano
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Subespacio generado por un conjunto de vectores

Ejemplo

Sean v1, v2∈ V dos vectores de un espacio vectorial V. El subconjunto

𝐻 = Span 𝐯], 𝐯T
es un subespacio de V.

Demostración

Cualquier vector de H es de la forma 𝐯 = 𝜆]𝐯] + 𝜆T𝐯T para cualquier 𝜆], 𝜆T ∈ 𝕂.

• Demostración a) 0 ∈ H
Simplemente estableciendo 𝜆] = 𝜆T = 0, tenemos 0∈ H

• Demostración b) u + v∈ H

Sean
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Subespacio generado por un conjunto de vectores

Ejemplo (…continuación)

• Demostración c) cu∈ H

Sea  𝐮 ∈ 𝐻	 ⇒
𝐮 = 𝜆]𝐯] + 𝜆T𝐯T 		⇒ 		𝑐𝐮 = 𝑐 𝜆]𝐯] + 𝜆T𝐯T = 𝑐𝜆]𝐯] + 𝑐𝜆T𝐯T 	∈ 𝐻

Teorema

Sean v1, v2, …, vp∈ V p vectores de un espacio vectorial V. El subconjunto

𝐻 = Span 𝐯], 𝐯T, … , 𝐯c
es un subespacio de V.

Demostración

Análoga a la anterior demostración
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Subespacio generado por un conjunto de vectores

Ejemplo

Consideremos el conjunto de vectores de ℝd ⊃ 𝐻 = 𝑎 − 3𝑏, 𝑏 − 𝑎, 𝑎, 𝑏 	∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 	
¿Es un subespacio vectorial?

Solución
Todos los vectores de H pueden ser escritos como

H ∋ u =

Por lo tanto, 𝐻 = Span 1, −1, 1, 0 , −3, 1, 0, 1 y por el teorema previo, es un subespacio vectorial
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Subespacio generado por un conjunto de vectores

Ejemplo

Sea 𝐻 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝd 	𝑎 − 2𝑏 + 5𝑐 = 𝑑	
𝑐 − 𝑎 = 𝑏 . ¿Es H un subespacio vectorial de ℝ4?
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Subespacio generado por un conjunto de vectores

Ejemplo

Sea 𝐻 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝd 	𝑎 − 2𝑏 + 5𝑐 = 𝑑	
𝑐 − 𝑎 = 𝑏 . ¿Es H un subespacio vectorial de ℝ4?

Solución
Podemos reescribir las condiciones de pertenencia a H como:

y, gracias al teorema previo, H es un subespacio vectorial de ℝ4
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Ejercicios

• Tema 5_Enunciados de ejercicios I
– Ejercicio 4.1.1
– Ejercicio 4.1.2
– Ejercicio 4.1.10
– Ejercicio 4.1.12
– Ejercicio 4.1.15
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Espacio nulo y espacio columna de una matriz

Definición: Espacio columna de una matriz

Sea 𝐴 ∈ ℳj	k	P.  Sean 𝑎l ∈ ℝj las columnas de la matriz A. El espacio columna 
de A se define como:

Teorema

Col 𝐴 		es	un	subespacio	de	ℝj
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Espacio nulo y espacio columna de una matriz

Ejemplo

Encontrar una matriz A tal que Col 𝐴 = 6𝑎 − 𝑏, 𝑎 + 𝑏,−7𝑎 	∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ

Solución
Podemos expresar los puntos de Col{A} como:

Por lo tanto, Col{A} = Span{ (6, 1, -7), (-1, 1, 0) }. Es decir, estas deben ser las 2 columnas de A
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Espacio nulo y espacio columna de una matriz

Ejemplo

Sea	𝐴 = 	
1 −3 −4
−4 6 −2
−3 7 6

	 	y	𝐛 = 	
3
3
−4
	 . Determinar	si	𝐛	pertenece	al	Col 𝐴 . 
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Espacio nulo y espacio columna de una matriz

Ejemplo

Sea	𝐴 = 	
1 −3 −4
−4 6 −2
−3 7 6

	 	y	𝐛 = 	
3
3
−4
	 . Determinar	si	𝐛	pertenece	al	Col 𝐴 . 

Solución:

Si 𝐛 ∈ Col 𝐴 deberán existir unos coeficientes x1, x2 y x3 tales que:

𝐛 = 𝑥]𝐚𝟏 + 𝑥T𝐚𝟐 + 𝑥V𝐚𝟑
Para encontrar esos coeficientes, resolvemos el sistema de ecuaciones Ax = b.

1 −3 −4
−4 6 −2
−3 7 6

	 	
3
3
−4
	 	~	 	

1 −3 −4
0 −6 −18
0 0 0

	 	
3
15
0
	

De hecho, hay infinitas soluciones al sistema de ecuaciones y, por lo tanto, 𝐛 ∈ Col 𝐴



Espacio nulo y espacio columna de una matriz

Definición: Espacio nulo de una matriz

Sea 𝐴 ∈ ℳj	k	P. El espacio nulo de A se define como:
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Ejemplo

Consideremos la matriz 𝐴 = 	 1 −3 −2
−5 9 1 	

El punto x = ( 5, 3, -2 ) tiene la propiedad de que Ax = 0
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Espacio nulo y espacio columna de una matriz

Ejemplo (…continuación)

	 1 −3 −2
−5 9 1 	 	∼ 	 	

1 0 5/2
0 1 3/2	 	

0
0	

Por lo tanto, 

Nul 𝐴 = −
	5	
2 𝑥V, −

	3	
2 𝑥V, 𝑥V 	∀𝑥V ∈ ℝ

El ejemplo previo ( x = ( 5, 3, -2 ) ) es el punto obtenido para x3 = –2
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Espacio nulo y espacio columna de una matriz

Teorema 

Nul{A} es un subespacio vectorial de ℝn

Demostración
Es obvio que Nul{𝐴} ⊆ ℝP porque A tiene n columnas

• Demostración a) 0∈ Nul{A} 

• Demostración b) u + v∈ Nul{A}

Sean

• Demostración c) cu∈ Nul{A}

Sea  
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Comparación entre espacio nulo y espacio columna
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Ejercicios

• Tema 3_Enunciados de ejercicios VII
– Ejercicio 2.8.1
– Ejercicio 2.8.2
– Ejercicio 2.8.5
– Ejercicio 2.8.8
– Ejercicio 2.8.10
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• Espacio vectorial ℝn y sus subespacios
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• Bases
• Espacio vectorial con el producto interior
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Base de un subespacio

Definición: Base de un subespacio

Sea 𝐻 ⊆ ℝP. El conjunto de vectores B es una base de H si:

1. Todos los vectores en B son linealmente independientes

2. H = Span{B}

Base estándar de ℝn

Sean los vectores:

El conjunto B = { e1, e2, … , en } es la base estándar de ℝn
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Base de un subespacio

Ejemplo

Sea H = Span{ v1, v2, v3 } con v1=(0, 2, -1), v2=(2, 2, 0), v3=(6, 16, -5). Encontrar una
base para H
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Base de un subespacio

Ejemplo

Sea H = Span{ v1, v2, v3 } con v1=(0, 2, -1), v2=(2, 2, 0), v3=(6, 16, -5). Encontrar una
base para H

Solución
Todos los vectores en H son de la forma:

Nos damos cuenta que v3 = 5v1 + 3v2, por lo tanto, v3 es redundante:

Es suficiente construir nuestra base de H con v1 y v2
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Base de un subespacio

Ejemplo

• { (1,0,0), (2,3,0) } es un conjunto de 2 vectores linealmente independientes. Pero 
no pueden generar ℝ3 porque para eso, necesitamos 3 vectores

• { (1,0,0), (2,3,0), (4,5,6) } es un conjunto de 3 vectores linealmente independientes
que generan ℝ3, por lo tanto, es una base de ℝ3

• { (1,0,0), (2,3,0), (4,5,6), (7,8,9) } es un conjunto de 4 vectores linealmente 
dependientes que generan ℝ3, pero que no son una base
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Bases para Nul{A} y Col{A}

Ejemplo

Sea 𝐴 =
−3 6 −1
1 −2 2
2 −4 5

				
1 −7
3 −1
8 −4

. Resolvemos el sistema de ecuaciones Ax = 0:

En azul se muestran las columnas pivote, de las cuales hemos aprendido que:
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Bases para Nul{A} y Col{A}

Ejemplo (…continuación)

Finalmente, la base del Nul{A} es { (2,1,0,0,0), (1,0,-2,1,0), (-3,0,2,0,1) }:
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Bases para Nul{A} y Col{A}

Ejemplo

Si consideramos 𝐴 =
−3 6 −1
1 −2 2
2 −4 5

				
1 −7
3 −1
8 −4

del ejemplo anterior, tenemos que :

Si llamamos B a la matriz anterior, entonces la columnas no-pivote podemos
escribirlas como una combinación lineal de las columnas pivote:
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Bases para Nul{A} y Col{A}
Ejemplo (…continuación)

Dado que las operaciones por filas no cambian la dependencia lineal entre las
columnas de una matriz, podemos derivar las mismas relaciones para la matriz A:

Finalmente, la base del Col{A} es { a1, a3 }.

Teorema

Las	columnas	pivote	de	𝐴	forman	una	base	de	Col 𝐴
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Bases para Nul{A} y Col{A}
Ejemplo

Encontrar una base para el espacio nulo de 
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Bases para Nul{A} y Col{A}
Ejemplo

Encontrar una base para el espacio nulo de 

Solución
El espacio nulo de A son todos aquellos vectores que satisfacen Ax = 0.

Por lo que, la solución general es (en forma vectorial paramétrica):
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Bases para Nul{A} y Col{A}
Ejemplo (…continuación)

El conjunto B = { u, v, w } = { (2,1,0,0,0), (1,0,-2,1,0), (-3,0,2,0,1) } es una base de Nul{A}.
Por construcción, estos vectores son linealmente independientes.

Ejemplo: Espacio Nulo y sistemas de ecuaciones

Consideremos	𝐴 = 	
1 0 0
0 1 0
0 0 0

	

Ø {e3} es una base del Nul{A}

Ø Consideremos b = (7, 3, 0). La solución general de Ax = b es de la forma:

𝐱 = 𝐱𝟎 + 𝐱𝑵𝒖𝒍
donde x0 es una solución de Ax = b que no pertenece al Nul{A} y xnul pertenece al 
Nul{A}. Para este caso particular, 

𝐱 = 7, 3, 0 + 𝑥V𝐞𝟑
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Bases para Nul{A} y Col{A}
Ejemplo

Encontrar una base para el espacio columna de 

Solución
De las columnas que no tienen pivote de la matriz B, sabemos que:

Entonces, 

Y, por lo tanto: 𝐁𝐚𝐬𝐢𝐬 𝐂𝐨𝐥 𝑩 = 𝐛𝟏, 𝐛𝟐, 𝐛𝟓
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Bases para Nul{A} y Col{A}
Ejemplo

Encontrar una base para el espacio columna de A = 

Solución
Resulta que 𝐴	~	𝐵 (B del ejemplo anterior). Dado que las operaciones por filas no 
afectan la relaciones de independencia lineal entre las columnas de la matriz, 
deberíamos tener que:

Y, por lo tanto, 𝐁𝐚𝐬𝐢𝐬 𝐂𝐨𝐥 𝑨 = 𝐚𝟏, 𝐚𝟐, 𝐚𝟓
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Base para subespacio
Ejemplo

Sea 𝐻 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝd 	𝑎 − 2𝑏 + 5𝑐 = 𝑑	
𝑐 − 𝑎 = 𝑏 . Encontrar una base para este subespacio.

Podemos reescribir las condiciones de pertenencia a H como:

	 1 −2
−1 −1				

5 −1
1 0 	 		~		 	

1 0
0 1				

1 −1/3
−2 			1/3	

Las soluciones de Ax = 0 son todos los puntos de la forma:

	

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

	 = 	

	1	
3 𝑑 − 𝑐

2𝑐 −
1
	3	 𝑑
𝑐
𝑑

	 = 𝑐 	

−1
2
1
0

	 + 𝑑 	

	1	
3

−
	1	
3
0
1

	

Por lo tanto, H = Span{ (-1, 2, 1, 0), (1/3, -1/3, 0, 1) }.



42

Ejercicios

• Tema 5_Enunciados de ejercicios III
– Ejercicio 4.3.1
– Ejercicio 4.3.8
– Ejercicio 4.3.11
– Ejercicio 4.3.12
– Ejercicio 4.3.13



• Espacio vectorial ℝn y sus subespacios
• Espacio Nulo y espacio Columna de una matriz
• Bases
• Espacio vectorial con el producto interior
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Espacio vectorial con el producto interior

Definición: Producto interior

El producto interior sobre un espacio vectorial V, es la función <u,v> que asigna un 
número real a cada par de vectores u y v, y cumple:

1. < 𝑢, 𝑣 >	=< 𝑣, 𝑢 >

2. <𝑢 + 𝑣,𝑤 >	=< 𝑢,𝑤 > +	< 𝑣, 𝑤 >

3. < 𝑐𝑢, 𝑣 >	= c < 𝑢, 𝑣 >

4. < 𝑢, 𝑢 >	≥ 0	𝑦 < 𝑢, 𝑢 >	= 0	𝑠𝑖	𝑦	𝑠𝑜𝑙𝑜	𝑠𝑖	𝑢 = 0
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Espacio vectorial con el producto interior

Ejemplo

Demostrar que la ecuación < 𝑢, 𝑣 >	= 4𝑢]𝑣] + 5𝑢T𝑣T es un producto interior.

Demostración:
1. < 𝑢, 𝑣 >	= 4𝑢]𝑣] + 5𝑢T𝑣T =	< 𝑣, 𝑢 >
2. <𝑢 + 𝑣,𝑤 >	= 4 𝑢] + 𝑣] 𝑤] + 5(𝑢T+𝑣T)𝑤T = 4𝑢]𝑤] + 5𝑢T𝑤T + 4𝑣]𝑤] + 5𝑣T𝑤T =

			< 𝑢, 𝑤 > +	< 𝑣, 𝑤 >
3. < 𝑐𝑢, 𝑣 >	= 4𝑐𝑢]𝑣] + 5𝑐𝑢T𝑣T = 𝑐 � 4𝑢]𝑣] + 5𝑢T𝑣T = c < 𝑢, 𝑣 >
4. < 𝑢, 𝑢 >	= 4𝑢]T + 5𝑢TT ≥ 0	𝑦 < 𝑢, 𝑢 >	= 0	𝑠𝑖	𝑦	𝑠𝑜𝑙𝑜	𝑠𝑖	𝑢] = 0	𝑦	𝑢T = 0	(𝑢 = 0)
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Espacio vectorial con el producto interior

Ejemplo

Demostrar que la ecuación < 𝑢, 𝑣 >	= 𝑢]𝑣] + 2𝑢]𝑣T + 2𝑢T𝑣] + 3𝑢T𝑣T es un producto 
interior.

Demostración:
Demostración analoga a la de ejemplo anterior



• Dados dos vectores v, w ∈ ℝP , el producto escalar entre ambos se 
define como:

• Este producto cumple las propiedades 1-4 de producto interior 
(demostración analoga a la de ejemplo anterior)
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Espacio vectorial ℝn con el producto escalar

𝐯,𝐰 = 𝐯 · 𝐰 ≜ 𝐯𝑇𝐰 =�𝐯𝑖𝐰𝑖

P

l ]

= 𝐯1𝐰1 + 𝐯2𝐰2 +⋯+ 𝐯𝑛𝐰𝑛
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Ejercicios

• Tema 5_Enunciados de ejercicios IV
– Ejercicio 6.7.1
– Ejercicio 6.7.13
– Ejercicio 6.7.15


