&= CrU

Universidad
San Pablo

Tema 4: Espacios vectoriales

Curso 2016/2017

Ruzica Jevtic
Universidad San Pablo CEU
Madrid




Referencias

Linear Algebra

Lay D. Linear algebra and its applications (4th ed).
Chapter 4,6.

S Pbl



Indice de contenidos

e Espacio vectorial R” y sus subespacios
« Espacio Nulo y espacio Columna de una matriz
 Bases

« Espacio vectorial con el producto interior

& ceu

Universidad
San Pablo




Espacio vectorial

Definicion: Espacio vectorial

Un espacio vectorial es un conjunto no vacio, V, de objetos (llamados vectores) en
el que definimos 2 operaciones: la suma entre vectores y la multiplicacion por un
escalar, y que Yu,v,w € ' yVc,d € K se verifica que:

=

u+vev

u+v=v-+u

(u+v)+w=u+(v+w

0 €V |u+0=u

VaeV Alw eV |u+w=0 (normalmente escrito comow = —u)
cvevlV

clu+v)=cu+cv

(c+d)u=-cu+du

c(du) = (cd)u

10. lu=u

& cru
Universidad 4
San Pablo

0Nk W




Espacio vectorial

11. Ou =
12. c0=0
13. —u=(—1)u

Ejemplo: R”

R es un espacio vectorial de dimension finita
para cualquier n. Igual que C”

CEU
Universidad
San Pablo



Subespacios de R"

H < R™ es un subespacio de R" si:
1. 0 eH
2. Yu,ve H, u+veH - Hesta cerrado bajo la suma de vectores

3. Yue H,vVr e R, ru € H - H esta cerrado bajo la multiplicacion por un escalar

Ejemplo: subespacios especiales

Los siguientes 2 conjuntos son subespacios de [R":

H = {0}
2. H=R"
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Subespacios de R"

Ejemplo: Plano

Un plano esta definido como: H = Span{vi,v2} = {v € R"|v = A\1v1 + \ova }

Este plano es un subespacio de R"

Demostracion

1. Demostrar0 e H > Si A; =2, =0, entoncesv=0

2. Demostraru+veH 2 ue€ H= u= A\yv1+ A\,
ve H=v=\,vi+ AV
u+v = (/\luvl + /\qu2) + (/\lvvl + )‘2VV2)
= ()\lu + /\lv)vl + (/\2u + /\2v)V2 eH
3. Demostrarrue H 2 u € H = u= \1yv1i + A\2,V2
ru = r(/\luvl + )\2uV2)
= rAiyV1+riouvo € H
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Subespacios de R"

Ejemplo: Recta que no pasa por el origen

Una recta (L) que no pasa por el origen, no es un subespacio, porque

1. 0 ¢ L
2. Sitomamos 2 puntosdelarecta(uyv),u+v &L

3. Sitomamos un punto de la recta (w), 2w & L

\ u-+t+v \
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Subespacios de R"

Ejemplo: Recta que pasa por el origen

Consideremos v, y v, = kv,. Entonces,

H = Span {v1,v2} = Span {vi }

es una recta. Es facil de probar que esta recta es un subespacio de R”.

)

Va
Vi

\
\ O
¥

¥ 75 0, Yo, = kV].
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Subespacio vectorial

1

2) € R?, pero

H = R2 no es un subespacio de R3 porque R? ¢ R3. Por ejemplo, el vector u = (
u ¢ R3.

X1
H = R2 X {O} es un subespacio de R3 porque todos los vectores de H son de la forma u = (xz )
0

Es obvio que H “parece” R?. Esta semejanza es llamada matematicamente isomorfismo.

Cualquier plano en 3D, que pase por el origen, es un subespacio R3.

Cualquier plano en 3D, que NO pase por el origen, NO es un subespacio de R3, porque el 0 no
pertenece al plano
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Subespacio generado por un conjunto de vectores

Sean v, v, € V dos vectores de un espacio vectorial V. El subconjunto

H = Span{vy,v,}

es un subespacio de V.

Demostracion
Cualquier vector de H es de la forma v = A,v; + A,Vv, para cualquier A;, 1, € K.

* Demostraciéna)0 € H
Simplemente estableciendo 1, = 1, = 0, tenemos 0 = H

e Demostracionb)u+v € H

u = A;,vi + A,V N
vV =A1,Vvi+ Ay

Sean u,ve H=

()‘luvl + )\2uV2) + (/\1VV1 + )\QVVQ)
= (Mu+ A )vi+ Moy + Aay)vo € H
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Subespacio generado por un conjunto de vectores

Ejemplo (...continuacion)

« Demostracionc)cu € H

Sea ueH =

u= /11V1 + /12V2 = CcUu = C(/11V1 + /12V2) = Cﬂlvl + C/12V2 € H

Teorema

Seanv,, V,, ...,v, & V pvectores de un espacio vectorial V. El subconjunto

H = Span{vl,vz, ...,vp}

es un subespacio de V.

Demostracion

Analoga a la anterior demostracion
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Subespacio generado por un conjunto de vectores

Consideremos el conjunto de vectores de R* > H = {(a — 3b,b — a,a,b) Va,b € R}
¢ Es un subespacio vectorial?

Solucion
Todos los vectores de H pueden ser escritos como

“a—3b" 1 3

b—a —1 1

HSus= |, [ =al | +0
s | o] |1

} f

v v,

Por lo tanto, H = Span{(1,—1,1,0),(—3,1,0,1)} y por el teorema previo, es un subespacio vectorial
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Subespacio generado por un conjunto de vectores

a—2b+5c=d

SeaH={(a,b,c,d)ElR4| c—a=h

}. . Es H un subespacio vectorial de R*?
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Subespacio generado por un conjunto de vectores

a—2b+5c=d

SeaH={(a,b,c,d)€R4| c—a=h

}. . Es H un subespacio vectorial de R*?

Solucion

Podemos reescribir las condiciones de pertenencia a H como:

a—2b+5c=d 1 -2 5 —1
c—a=bh =\l -1 211 o0

Q. 0N T W

y, gracias al teorema previo, H es un subespacio vectorial de R4
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Espacio nulo y espacio columna de una matriz

Definicidn: Espacio columna de una matriz

Sea A € M, . Seana; € R™ las columnas de la matriz A. El espacio columna
de A se define como:

Col{A} = Span {ay, ap,...,a,} CR"™

Teorema

Col{A} esun subespacio de R™
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Espacio nulo y espacio columna de una matriz

Encontrar una matriz A tal que Col{A} = {(6a — b,a + b, —7a) Va,b € R}

Solucion

Podemos expresar los puntos de Col{A} como:

6a— b 6 -1
Col{A}ax=| a+b |=a| 1 | +b| 1
—T7a e 0

Por lo tanto, Col{A} = Span{ (6, 1, -7), (-1, 1, 0) }. Es decir, estas deben ser las 2 columnas de A
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Espacio nulo y espacio columna de una matriz
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Espacio nulo y espacio columna de una matriz

1 -3 —4 3
Sea A = (—4 6 —2> yb = ( 3 ).Determinar si b pertenece al Col{A}.

Soluciodn:

Si b € Col{A} deberan existir unos coeficientes x,, x, y x5 tales que:
b = X1d1 + Xodp + X3d3

Para encontrar esos coeficientes, resolvemos el sistema de ecuaciones Ax = b.

1 -3 —-4] 3 1 -3 -4 3
<—4 6 —2| 3 ) ~ (O —6 —18 15)
—4 0 O 0 IO

-3 7 6
De hecho, hay infinitas soluciones al sistema de ecuaciones y, por lo tanto, b € Col{4}
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Espacio nulo y espacio columna de una matriz

Definicidn: Espacio nulo de una matriz

Sea A € M, - El espacio nulo de A se define como:

Nul{A} = {v e R"|Av = 0}

9 1)

Consideremos la matriz A = (

El punto x = ( 5, 3, -2 ) tiene la propiedad de que Ax =0
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Espacio nulo y espacio columna de una matriz

Ejemplo (...continuacion)

(5 3 D~ 1)

Por lo tanto,

5 3

Nul{A} = {(—7x3, —7x3,x3) Vx5 € R}

El ejemplo previo ( x = ( 5, 3, -2 ) ) es el punto obtenido para x; = -2

& cu
Universidad 2 3
San Pablo



Espacio nulo y espacio columna de una matriz

Teorema

Nul{A} es un subespacio vectorial de R"

Demostracion

Es obvio que Nul{A4} < R" porque A tiene n columnas

 Demostracion a) 0 € Nul{A}
A0,=0,,=0, ¢ Nul{A}

* Demostracion b) u + v & Nul{A}

Au=0
Sean u,v € Nul{A} = Av— 0 }=>

Alu+v)=Au+Av=0+0=0= u-+veNu{A}

 Demostracion c) cu € Nul{A}

Seaue H=

Au = 0= A(cu) = ¢(Au) = c0 =0 = cu € Nul{A}




Comparacion entre espacio nulo y espacio columna

Contrast Between Nul A and Col A for an m x nh Matrix A
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Nul 4

Col A

. Nul A is a subspace of R".
. Nul A4 1s implicitly defined; that 1s, you are

given only a condition (Ax = 0) that vec-
tors in Nul A must satisfy.

. It takes time to find vectors in Nul 4. Row

operationson [ A 0] are required.

. There 1s no obvious relation between Nul A

and the entries in A.

. A typical vector v in Nul A has the property

that Av = 0.

. Given a specific vector v, it 1s easy to tell 1f

v i1s in Nul A. Just compute Av.

. Nul A = {0} if and only if the equation

Ax = 0 has only the trivial solution.

. Nul A = {0} if and only if the linear trans-

formation x +— AX 1s one-to-one.

. Col 4 1s a subspace of R".
2. Col A 1s explicitly defined; that 1s, you are

told how to build vectors in Col A.

. It 1s easy to find vectors in Col A. The

columns of A are displayed; others are
formed from them.

. There 1s an obvious relation between Col A

and the entries in A4, since each column of
A1si Col A.

. A typical vector v in Col A has the property

that the equation AxX = v 1s consistent.

. Given a specific vector v, it may take time

to tell if v 1s in Col A. Row operations on
[ A v] are required.

. Col A = R™ if and only if the equation

Ax = b has a solution for every b in R".

. Col A = R™ if and only if the linear trans-

formation X + Ax maps R” onro R™.
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— Ejercicio 2.8.1
— Ejercicio 2.8.2
— Ejercicio 2.8.5
— Ejercicio 2.8.8
— Ejercicio 2.8.10
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Base de un subespacio

Definicidn: Base de un subespacio

Sea H € R". El conjunto de vectores B es una base de H si:
1. Todos los vectores en B son linealmente independientes

2. H = Span{B}

Base estandar de R"

Sean los vectores:

0
oy (o) a
e = 0 ey = 0 e3 — 1 e, = 0
El conjunto B={e,, e,, ..., e,} es la base estandar de R"
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Base de un subespacio

Sea H = Span{ v,, v,, v5 } con v,=(0, 2, -1), v,=(2, 2, 0), v;=(6, 16, -5). Encontrar una
base para H
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Base de un subespacio

Sea H = Span{ v,, v,, v5 } con v,=(0, 2, -1), v,=(2, 2, 0), v;=(6, 16, -5). Encontrar una
base para H

Solucion
Todos los vectores en H son de la forma:

H > x = civi + ovy + c3v3

Nos damos cuenta que v; = 5v, + 3v,, por lo tanto, v; es redundante:

H> x

c1v1 + cva + c3(5vy + 3wvo)
= (C1 —+ 5C3)V1 -+ (C2 + 3C3)V2
= CiVi + V2

Es suficiente construir nuestra base de Hcon v,y v,
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Base de un subespacio

« {(1,0,0), (2,3,0) } es un conjunto de 2 vectores linealmente independientes. Pero
no pueden generar R3 porque para eso, necesitamos 3 vectores

- {(1,0,0), (2,3,0), (4,5,6) } es un conjunto de 3 vectores linealmente independientes
que generan R3, por lo tanto, es una base de R3

- {(1,0,0), (2,3,0), (4,5,6), (7,8,9) } es un conjunto de 4 vectores linealmente
dependientes que generan R3, pero que no son una base
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Bases para Nul{A} y Col{A}

-3 6 -1 1 -7
Sea A = < 1 -2 2 3 —1). Resolvemos el sistema de ecuaciones Ax = 0:
2 —4 5 8 —4

1 —2 0 -1 3]0
(AO)~| 0 01 2 —2/0
0 00 0 0|0

En azul se muestran las columnas pivote, de las cuales hemos aprendido que:

(2X2 + Xg — 3X5\

X2
X1 = 2x2 + x4 — 3X5 B B
3= —2xa - 2x = Nul{A} > x = 2X4X;|— 2xs5

S
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Bases para Nul{A} y Col{A}

Ejemplo (...continuacién)

o) (1) (D
Nul{A}sx=| —2xa+2x |[=x|0]|+x|-2|+x]| 2
Xa 0 1 0

\ s/ o/ \o) \1

Finalmente, la base del Nul{A} es { (2,1,0,0,0), (1,0,-2,1,0), (-3,0,2,0,1) }:

(A (1) ()
Nul{A} =Span< [0 |, | -2

o) o) (1),
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Bases para Nul{A} y Col{A}

-3 6 -1 1 -7
Si consideramos A = ( 1 -2 2 3 —1) del ejemplo anterior, tenemos que :
2 —4 5 8 —4

1 -2 0 -1 3
A~ 0O 01 2 -2 |=8B
0o 00 o0 O

Si llamamos B a la matriz anterior, entonces la columnas no-pivote podemos
escribirlas como una combinacion lineal de las columnas pivote:

b, = —-2b;
bs = —by+ 2bj
bs = 3b;—2b;
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Bases para Nul{A} y Col{A}

Ejemplo (...continuacién)

Dado que las operaciones por filas no cambian la dependencia lineal entre las
columnas de una matriz, podemos derivar las mismas relaciones para la matriz A:

dy = —281
a = —a; -+ 233
d; = 331 — 233

Finalmente, la base del Col{A} es { a,, a; }.

Col{A} = Span {a;,a3} = Span 1L |,] 2

Teorema

Las columnas pivote de A forman una base de Col{A}
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Bases para Nul{A} y Col{A}

Encontrar una base para el espacio nulo de A = 1 =2 2 3 -1
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Bases para Nul{A} y Col{A}

-3 6 -1 1 =7
Encontrar una base para el espacio nulo de A = 1 =2 2 3 -1
2 -4 5 8 —4

Solucion
El espacio nulo de A son todos aquellos vectores que satisfacen Ax = 0.

I -2 0 -1 3 0 Xy — 2x; — x4+ 3x5=0

A 0]~|0 O 1 2 -2 0], X3 4 2x4 —2x5 =0
0O 0 0 0 0 0 0=0

Por lo que, la solucion general es (en forma vectorial paramétrica):

X1 [ 2xy + x4 — 3x5 | 2 | -3
X2 X2 1 0 0
X3 | = —2x4 + 2x5 =x2| 0| +xa| =2 | +xs5| 2| = xou 4+ xX4V+ X5W
X4 X4 0 | 0
_x5_ B X5 a _0_ 5 O_ 5 1_
f f f
u v W
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Bases para Nul{A} y Col{A}

Ejemplo (...continuacion)

El conjunto B={u,v,w}={(2,1,0,0,0), (1,0,-2,1,0), (-3,0,2,0,1) } es una base de Nul{A}.
Por construccion, estos vectores son linealmente independientes.

Ejemplo: Espacio Nulo y sistemas de ecuaciones

1 0 O
Consideremos A= 0 1 0
0O 0 O

> {e;} es una base del Nul{A}

» Consideremos b = (7, 3, 0). La solucion general de Ax = b es de la forma:
X =X + XNul

donde x, es una solucion de Ax = b que no pertenece al Nul{A} y x,, , pertenece al
Nul{A}. Para este caso particular,

x=(7,3,0) + x;e3
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Bases para Nul{A} y Col{A}

5

I 0 =3 0

: o 1 2 -1 0

Encontrar una base para el espacio columna de B = 0 0 0 ,
0 0 0 0 0

Solucién
De las columnas que no tienen pivote de la matriz B, sabemos que:

b3 = —3b; + 2b»
b; = 5b; — by

{V € R4|V = x1by + xoby + x3b3 + x4bs + X5b5}
VER YV T x1b1 + xobo + x3(—3b; + 2by )+ }
x4(5b1 — b2) + xsbs
{v o ]R4|v = x1b1 + x3bo + x_r,b5}

Entonces, Col{B}

Y, por lo tanto: Basis{Col{B}} = {b;,b;, bs}




Bases para Nul{A} y Col{A}

I3 3 2 -97
2 2 2 -8 2
2 3 0 7 1
304 -1 11 -8

Encontrar una base para el espacio columna de A =

Solucioén

Resulta que A ~ B (B del ejemplo anterior). Dado que las operaciones por filas no
afectan la relaciones de independencia lineal entre las columnas de la matriz,

deberiamos tener que:
a3 = —3a; + 2a,

a4 = 531 — al
Y, por lo tanto, Basis{Col{4}} = {a;,a;,as}
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Base para subespacio

a—2b+5c=d

SeaH={(a,b,c,d)E]R4| c—a=b

}. Encontrar una base para este subespacio.

Podemos reescribir las condiciones de pertenencia a H como:

I
o

a
a—2b+5c=d 1 -2 5 -1\ [»b
c—a=bh -1 211 0])]e
d

(1 —25—1)~(10 1 —1/3)

-1 -1 1 0 01 -2 1/3

Las soluciones de Ax = 0 son todos los puntos de la forma:

1 1
a ?d_c —1 ?
b\ _ 1 _ 2 1
<C>_ ZC—?d =C 1 +d _?
d c 0 0
d 1

Por lo tanto, H = Span{ (-1, 2, 1, 0), (1/3, -1/3, 0, 1) }.
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Espacio vectorial con el producto interior

Definicion: Producto interior

El producto interior sobre un espacio vectorial V, es la funcién <u,v> que asigna un
numero real a cada par de vectores u y v, y cumple:

1. <u,v>=<v,u>
2. <ut+vw>S=<uw>+<v,w>

3 <cuv>=c<uv>

4. <uu>=20y<uu>=0siysolosiu=0
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Espacio vectorial con el producto interior

Demostrar que la ecuacion < u, v > = 4u,v; + 5u,v, es un producto interior.

Demostracion:

1. <u,v>=4uv; +5u,v, =<v,u>

2. <u+ v,w > = 4‘(u1 + Ul)Wl + 5(”2+U2)W2 = 4u1W1 + 5u2W2 + 4‘v1W1 + 5v2W2 =
<uw>+<v,w>

3. <cu,v>=4cu,v; +5cu,v, = c- (4uyvy + 5u,v,) =c<u,v>

4. <u,u>=4ul+5Ui=>0y<u,u>=0siysolosiu; =0yu, =0 (u=0)
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Espacio vectorial con el producto interior

Demostrar que la ecuacion < u,v > = u,v; + 2u,v, + 2u,v; + 3u,v, €s un producto
interior.

Demostracion:

Demostracion analoga a la de ejemplo anterior

& ce
Universidad 4 6
San Pablo



Espacio vectorial R" con el producto escalar

 Dados dos vectores v, w € R" | el producto escalar entre ambos se
define como:

e T e e
(vwvw)=v-waviw= ) vw,=vw;+v,w, + - 4+V.wW,
i=1

» Este producto cumple las propiedades 1-4 de producto interior
(demostracion analoga a la de ejemplo anterior)
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— Ejercicio 6.7.1
— Ejercicio 6.7.13
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